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POINCARÉ-LINDSTEDT METHOD FOR APPROXIMATING 
PERIODIC SOLUTIONS OF NONLINEAR CIRCUIT 
EQUATIONS
S t r e s z c z e n i e
W artykule zaprezentowano metodę Poincarégo-Lindstedta pozwalającą na aproksymację rozwiązań okre-
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ekstrapolacyjne  i metody oparte na cyklach  iteracyjnych Newtona [9, 10]. Jednak  istnieją 
problemy, w których tytułowa metoda nadal pozwala osiągnąć jedne z najlepszych wyników, 
zwłaszcza w sytuacjach, w których proste metody perturbacyjne nie radzą sobie z rosnącymi 
nieograniczenie  składnikami wyższych  rzędów. Obecnie,  dzięki  środowiskom umożliwia-
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do klasy  równań zwanych oscylatorami  relaksacyjnymi. Pod  tą nazwą kryją  się  równania 
o ciekawej własności – w dziedzinie ich rozwiązań pojawiają się na zmianę długie przedzia-
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Z powyższych rozważań wynika, że poszukiwane rozwiązanie okresowe równania (2), 
będące funkcją zmiennej t o okresie 2π/ω, jest tożsame z rozwiązaniem okresowym równa-
nia (5), będącym funkcją zmiennej τ o okresie 2π. Zatem wyjściowy problem sprowadza się 
do znalezienia 2π-okresowego rozwiązania równania (5). Można przyjąć, że rozwiązanie to 
spełnia warunki początkowe:
  (7)
przy czym a(ε) jest nieznane, a poprawność drugiego warunku wynika z faktu, że pierw-
sza pochodna dowolnego nietrywialnego rozwiązania okresowego znika przynajmniej dla 
dwóch argumentów w każdym okresie. Korzystając z metody uzmienniania stałych, wyka-
zać można, że poszukiwane rozwiązanie spełnia poniższe równania całkowe:
  (8)
  (9)
przy czym równanie (9) otrzymano przez zróżniczkowanie stronami równania (8). Po wsta-
wieniu powyższych zależności do warunków 2π-okresowości:
  (10)
otrzymujemy dwa niezależne warunki konieczne 2π-okresowości rozwiązania równania (5):
  (11)
  (12)
Poszukiwane rozwiązanie x(τ) zagadnienia (5) zależy od wartości ε, a(ε) oraz ψ(ε). Za-
uważyliśmy wcześniej, że dla ε = 0 wszystkie rozwiązania tego zagadnienia są 2π-okresowe. 
Oznacza to, że dla ε = 0, a(0) i ψ(0) spełnione są warunki (11) i (12), co przy oznaczeniu 
lewych stron tych równań odpowiednio przez f1(ε, a, ψ) oraz f2(ε, a, ψ) można zapisać za 
pomocą równości:
  (13)
Z (13) oraz twierdzenia o funkcji uwikłanej wynika, że funkcje a(ε) oraz ψ(ε) są określone 
jednoznacznie w pewnym otoczeniu ε = 0, o ile zachodzi warunek:
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W  praktyce,  w  celu  zastosowania  metody  Poincarégo-Lindstedta,  bez  sprawdzania 
warunku (14) zakłada się, że x, a i ψ rozwijają się w przedstawione w (15) i (16) szeregi. Po 
wstawieniu tych rozwinięć do równania (5) wystarczy porównać wyrazy przy odpowiednich 





Nieznane  parametry  występujące  w  powyższym  zagadnieniu  znajduje  się,  nakładając  na 
nie warunki  2π-okresowości wyznaczone w  podobny  sposób  jak  dla  zagadnienia  (5).  Po 
znalezieniu  przybliżenia  rozwiązania  x(τ)  z  zadaną  dokładnością,  należy  powrócić  do 
wyjściowej zmiennej t zgodnie ze wzorem (3).
2.3. Dokładność metody
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Po  zróżniczkowaniu  stronami  równania  (29)  i  dokonaniu  zamiany  zmiennych  zgodnie  ze 
wzorami:
    (30)
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Otrzymane  równanie  nosi  nazwę  równania  van  der  Pola,  a  jego  analiza  przeprowadzona  
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cą programu Maple 10. Na rys. 2 i 3 przedstawiono rzuty wyznaczonych przybliżeń  x t( )  po-
szukiwanego rozwiązania na płaszczyznę fazową oraz numerycznie wygenerowane trajek-
torie równania (33) startujące z punktu o współrzędnych  ( ( ), ( )) x x0 0′ . Przesunięcie w fazie 
między rozwiązaniem a jego przybliżeniem oczywiście rośnie wraz ze wzrostem t. Szczegóło-
wa analiza przeprowadzona w rozdziale 2 pokazuje, w jakim przedziale czasowym powyższe 
oszacowania  są  prawdziwe oraz w  jaki  sposób  zwiększyć  długość  tego  przedziału,  dlatego 
zrezygnowano z zestawienia wykresów rozwiązania i jego przybliżenia w płaszczyźnie (t, x).
x t a t t O t T( ) cos( ) ( ) ( )= + + + + + + ≤ ≤0 0 1 1 0 1
2 0ω ψ µψ γ ω ψ µψ µ dla
Rys.  2. Zestawienie  otrzymanych przybliżeń  rozwiązań  równania  (33),  obliczonych  z  dokładnością 




Publikacja objęta jest prawem autorskim. Wszelkie prawa zastrzeżone. Kopiowanie i rozpowszechnianie zabronione. 
Publikacja przeznaczona jedynie dla klientów indywidualnych. Zakaz rozpowszechniania i udostępniania w serwisach bibliotecznych. 
http://www.ejournals.eu/Czasopismo-Techniczne/
137







wyznaczać  przybliżenia  rozwiązań  okresowych  równań  różniczkowych  w  postaci  sumy 
pewnej  liczby  początkowych  wyrazów  zbieżnego  szeregu  potęgowego.  Zaprezentowano 
stosowanie  metody  oraz  wyznaczono  jej  dokładność  przy  poszukiwaniu  okresowych 
rozwiązań równań różniczkowych w postaci (2). Przedstawiono także równanie modelujące 
przykładowy  układ  elektryczny  i  dokonano  jego  analizy  za  pomocą metody  Poincarégo-
Lindstedta.  Następnie  wyniki  otrzymane  analitycznie  zestawiono  z  numerycznymi 
symulacjami przeprowadzonymi w środowisku Maple 10, otrzymując bardzo dużą zgodność.
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